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@ EXERCICES DIVERS

‘ 1 ‘ @@ Soient (u,),en €t (Vy)pen deux suites.
/1) Montrer I'’équivalence :

e~ e &= u,—v, = o(l).
n— +00

n—+oo
2) On suppose u, > 0 a partir d’un certain rang.

a) Montrer que siu, ~ v,et lim u, =400,
n— 400 n—+00

alors Inu,, ~ Inv,.

b) Montrer que si u, Inu, ~ o alors :
n oo
n
u, ~ —.
"aoseo Inn

3) Montrer que siu,, = o(ﬁ), alors :
n— +0o

u n
(1+—") ~ el
n n—+00

(2] OO .
sinx — e ,
1) Quevaut 11m ? En déduire l'existence d’'un
x
réel o > O pour lequel x —x® < sinx < x pour tout
x €[0,af.

n

T
2) En dédui in— ~ mwlnn.
) En déduire que Zsm p mlnn

n— 400
k=1

@ COMPARAISON DE SOMMES
A DES INTEGRALES

‘ ‘ ® ® Déterminer un équivalent simple lorsque n tend
vers +00 de: ;

1 1
1) ;klnk. 2) Zﬁavecae]o,l[.

k=1
3) In(n!). Quel développement asymptotique plus

précis la formule de Stirling fournit-elle ?

“‘i‘ ?)®M:ntrer ue : Zn:% = (lnn) + £+ 0(1)
que ~ ok nodoe D
pour un certain { € R. ATTENTION, on demande
un o(1) et non un O(1)!
2) Montrer que pour tout n € N* :
2n
lnk Ink
Df—=mh2) = —>» —.
kZ( ) >i-2 5
1 k=n+1
1 k In 2)?
3) Endedu1reque2( 1)k — n yIn 2—(n ) .
‘ 5 ClE)

) 1<
1) Calculer hm — Z E lnk.
teondn n

2) En déduire un développement asymptotique a la
n

précision o(nz) de Z kln k lorsque n tend vers +00.

k=1
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n 2 '
‘ 6 ‘ ® @@ Déterminer un équivalent simple dew
1 n!

orsque n tend vers +00 :
1) enseramenant a une certaine somme de Riemann.
2) en utilisant la formule de Stirling.

@ SUITES D’INTEGRALES ET FONCTIONS
DEFINIES PAR UNE INTEGRALE

1dt

147

‘7 On pose pour toutn € N: u, =

1) @ Calculer ug, u; et u,. 0

In2 1
2) @ ® Montrer que u, = 1——+o(—).
n— 400 n n

‘ 8 ‘ OO Determmer un equ1valent simple lorsque n tend

vers +0o de

1/_

";“ @ Soit f € %2([0, 1],R). Déterminer un dévelop-
pement asymptotique de f t"f(t) dt a la précision
0

1
o = lorsque n tend vers +00.
n

‘10‘ ®G
~~J 1) Montrer que pour tout f € ‘6([0, 1],R) :

' 1
J. e f(t)dt = O(—).
0 X — +00 X
2) Soit f € %"2([0, 1],R). Déterminer un développe-
1

ment asymptotique de J e ™! f(t) dt a la préci-
0

1
sion O( ) lorsque x tend vers +00.
x3

s .
|sin ¢|

n
‘11‘ OO OnposeF(n)—J. dt pour tout n € N.

1) Justifier la bonne définition de F.
2) Montrer que pour tout k € N* :

2 < (krm [sin | gt < 2
(k+Dm r t S kn

puis en déduire un équivalent de F(n) lorsque n
tend vers +00.

T

@ SUITES RECURRENTES

‘ 12‘ @@ On note (u,)ney la suite définie par uy = 1 et
1

T Uy = Uy +u—pourtoutn€N

1) Slmphﬁer un N un pour tout n € N et en déduire

lim u,
n—+00
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1 1

2) Montrer que — < — pour tout n € N* et en dé-
uz  2n

duire que u = 2n+0(lnn).

3) En déduire un développement asymptotique de u,

. L Inn
a la précision O T lorsque n tend vers +00.
n

‘ 13‘ @@ On note (u,),en- la suite définie par u; =1 et
T Up = ln(n +u ) pour tout n € N*,
1) Montrer que (u,)nen- possede une limite et la dé-
terminer.
2) a) Montrer que u, < In(2n) pour tout n = 2.
b) Montrer que u, ~ Inn.

n— +o0o lnn
3) Montrer que u, —Ilnn ~ —.

n—+0o n

‘ ‘ @@ On note (u,)ney la suite définie par uy = 1 et
u, =n+Inu,_; pour tout n € N*.
1) Montrer que (u,),ey Posseéde une limite et la dé-
terminer.
2) Déterminer un réel A > 0 pour lequel u, < An
pour tout n € N*.
3) En déduire queu, ~ n.

n— 400

4) Déterminer un développement asymptotique de u,,
a la précision o(1) lorsque n tend vers +o0.

. \ . 1
5) Pousser le calcul jusqu’a la précision o (—)
n

1) (® Soit f une fonction définie au voisinage de 0
pour laquelle f(x) = x+)kx"‘+o(x"‘) avec A € R*
et a > 1. Déterminer pour tout f € R* un équi-
valent simple de f (x)? —xP? lorsque x tend vers 0.
Pour quel f8 la fonction x — f(x)? — xP a-t-elle
une limite finie non nulle en 0°?

2) ®@® @ Onnote (u,),ey la suite définie paruy = 1
et U, =Uu,e " pour tout n € N.
a) Etudier lim u,.
n—+00 1
b) Montrer que u,, ot grace au théoreme de

sommation des relations de comparaison.

1 Inn Inn
c) Montrer queu, = ————+of— |
noteo 1 202 n?

@ SOLUTIONS D’EQUATIONS
DEFINIES IMPLICITEMENT

‘ 16 ‘ 1) Montrer que 'équation x” + tx —1 = 0 d’inconnue

x € [0,1] possede une et une seule solution x,
pour tout t = 0.
2) Montrer que lim x, =0.
t—+00

1 Lo
3) Montrer que x, ~ 7 puis calculer un équivalent
t =400

. 1
simple de x, — 7 lorsque t tend vers +00.
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‘ L7 ‘ 1) Montrer que I'équation x" —nx+1 = 0 d'inconnue

x € [0,1] posséde une et une seule solution x,
pour tout n = 2.
2) Etudier la convergence de (x,,);>2-
1

3) Montrer que x,, ~ —.

n—+oo N
49 ©
a) Trouver deux suites (U, )pen+ €t (Vp)nen= POSI-
tives équivalentes de limite nulle pour lesquelles
. n L
les suites (un)neNk et ( )neN* ne sont pas équi-
valentes.

b) Calculer un équivalent simple de x,—— lorsque
n tend vers +00.

(18) 99 r
—— 1) Montrer que la fonction x = x +In x est bijective
de RY sur R.
2) Déterminer lim f_l(y).
3) En déduire que f 1(y) ~ .

— +00

4) Montrer que f~!(y)— y ~ —Iny.
y—+o0

19] OO . |
~7J 1) Montrer que I'équation x" + x —1 = 0 d’inconnue
x € [0,1] possede une et une seule solution u,
pour tout n € N*,
2) Etudier la monotonie de (u,),cy-, puis sa limite.
3) On pose 6, =1—u, pour tout n € N*.
a) Montrer que Ind,, ~ —nd,.

b) En déduire que In ?6; . —Inn.
1
c) En déduire que 6,, ~ ﬂ.

n—+0o n

‘20‘ @O

~~/ 1) Montrer que pour tout n € N*, 'équation tanx = x

" T \
d’inconnue x € |[nm——,nmT+ ) posséde une et

une seule solution x,,.
2) Déterminer un équivalent simple de x,, lorsque n
tend vers +00.
3) On pose 6, = x,, —n7 pour tout n € N*,
a) Exprimer 6,, en fonction de x, et de la fonc-
tion arctangente pour tout n € N*, puis calcu-

ler lim ¢,.
n—+o0o

1
b) On rappelle que Arctanx + Arctan — = g pour
x

tout x > 0. En déduire le développement asymp-
totique :

T 1 1 1
X, = no+_—-———+ +o|l — .
n—+oo 2 nm  2n2m n2

1) 000

~~/ 1) Montrer que pour tout n = 2, '’équation sin x =

O:|><

d’inconnue x €]0, [ posseéde une et une seule s
lution x,.



Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

2) Etudier la monotonie de (x,),s>.
3) Montrer que (x,),=5 €st convergente et préciser sa
limite.
T 1
4) Montrer que x, = m——+o| — |
n—+0oo n n
5) a) Calculer un développement limité de la fonc-

tion arcsinus au voisinage de 0 a I'ordre 3.
b) Endéduire un développement asymptotique de

s L 1
x, alaprécision o (—3 lorsque n tend vers+o00.
n

0o) OO
|22] S 5 Pé . 0
"/ 1) Montrer que pour tout n = 2, 'équation x" = x+n
d’inconnue x € R, possede une et une seule solu-
tion x,,.
2) Montrer que (x,),>, converge vers 1.
3) Déterminer un équivalent simple de x,—1 lorsque

n tend vers +00.

(23) OGO NI \

") 1) Montrer que le polyndme X“" —2nX + 1 posséde
au moins une racine réelle pour tout n € N*. On
notera x, la plus grande de ces racines.

2) Montrer que lim x,=1.
n—+oo
Inn Inn
3) Montrerque x, = 1+ —+4o0o|—|.
n— +0o 2n n

24) 92O - .

/1) Montrer que I'équation e* = ax d’inconnue x = 0
posséde exactement deux solutions x, et y, pour
tout a > e, dans l'ordre x, < y,.

2) a) Montrer que y, ~ Ina.

— +00

b) Déterminer un équivalent simple de y, —Ina
lorsque a tend vers +00.
3) a) Etudier la monotonie de la fonction a — x,
sur Je,+00o[ et en déduire lim x,.
a—+00
b) Déterminer un développement asymptotique de

s L 1
X, ala précision o (—2 lorsque a tend vers +o00.
a

ANALYSE ASYMPTOTIQUE DE NIVEAU 2



